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この論説では, (正則) 開凸錐の一般論を概説する. 詳しくは Faraut-Korány [1], 志摩 [2], Vinberg [3]など

を参照されたい.

1 開凸錐と双対錐

V を有限次元実ベクトル空間とする.

定義 1.1 V の部分集合 Ω ‰ Hが次の性質を満たすとき, 集合 Ωを開凸錐 (open convex cone) と呼ぶ:

(i) 集合 Ωは開集合である,

(ii) 任意の x, y P Ωと λ P p0, 1qに対して, λx` p1´ λqy P Ω. すなわち Ωは凸集合である,

(iii) 任意の x P Ωと λ ą 0に対して, λx P Ω. すなわち Ωは錐である.

この定義において, 部分集合 Ω が (ii) と (iii) を満たすための必要十分条件は, 任意の x, y P Ω と任意の

λ, µ ą 0に対して λx` µy P Ωである.

以下, ベクトル空間 V にはノルム } ¨ }が定義されているとする. これにより V は距離空間になる. V ˚ をベ

クトル空間 V の双対空間とする. また, (連続) 線型形式 ξ P V ˚ の u P V における値 ξpuqを xξ, uyと書くこ
とにする. ベクトル空間 V ˚ は作用素ノルム

}ξ} :“ sup
}u}ĺ1

|xξ, uy| pξ P V ˚, u P V q

によってノルム空間になる.

開凸錐 Ωの位相的閉包を Ωで表す.

定義 1.2 V の開凸錐 Ωに対して, 双対空間 V ˚ の部分集合 Ω˚ を

Ω˚ :“  
ξ P V ˚ ; 任意の x P Ω に対して, xξ, xy ą 0

(

と定める. 集合 Ω˚ を Ωの双対錐 (dual cone) と呼ぶ.

明らかに, Ω˚ が空集合でなければ, Ω˚ は凸錐である. また, Ω˚ が開集合であることも分かる. すなわち Ω˚

は双対空間 V ˚ の開凸錐である.

定義 1.3 開凸錐 Ωが正則 (regular) であるとは, Ωが直線を含まないときをいう.

Vinberg [3] では, 正則開凸錐を単に凸錐 (convex cone) と呼んでいる. 開凸錐 Ω が正則であることは

ΩX p´Ωq “ t0uと明らかに同値である. さらに, それらは Ω˚ ‰ Hと同値になる. このとき, 開凸錐 Ω˚ も正
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則であり, ノルム空間としての自然な同一視 V ˚˚ “ V のもとで Ω˚˚ “ Ωになる.

V 上の適当な内積 p¨|¨qによって V ˚ “ V とみなすとき, 開凸錐 Ωのその内積に関する双対錐 Ω˚ は

Ω˚ :“  
y P V ; 任意の x P Ω に対して, py |xq ą 0

(

によって定義される.

定義 1.4 開凸錐 Ω が自己双対 (self-dual) であるとは, V 上の適当な内積によって V ˚ “ V とみなすとき,

Ω˚ “ Ωが成り立つことをいう.

開凸錐 Ωが自己双対であるならば, 明らかに Ωは正則である.

2 等質開凸錐

Ωを有限次元実ノルム空間 V の開凸錐とし, Ω˚ をその双対錐とする. V 上の一般線型群を GLpV qで表す.

定義 2.1 開凸錐 Ωに対して

GpΩq :“ tg P GLpV q ; gpΩq “ Ωu

によって定められた GLpV qの部分群を Ωの線型自己同型群 (linear automorphism group) と呼ぶ.

群 GLpV qに属する変換は V 上の線型同型であるから, g P GLpV qが GpΩqに属することは gpΩq “ Ωと

同値である. よって GpΩqは GLpV qの閉部分群であり, ゆえに GpΩqは Lie群になっている.

定義 2.2 開凸錐 Ωが等質 (homogeneous) であるとは, GpΩqが Ωに推移的に作用しているときをいう. すな

わち, 任意の x, y P Ωに対して, ある g P GpΩqが存在して gx “ y を満たす.

ベクトル空間 V 上の線型作用素全体を LpV qで表す. T˚ を線型作用素 T P LpV qの共役作用素とする:

xT˚ξ, uy “ xξ, Tuy pξ P V ˚, u P V q.

また, LpV qの部分集合 F に対して, F˚ :“ tT˚ ; T P LpV quとおく.

正則開凸錐 Ωに対して

G pΩ˚q “ GpΩq˚ (2.1)

が成り立つ. この式は, g˚ P GpΩq˚ が Ω˚ の線型自己同型であることを意味する. 開凸錐 Ωが自己双対であ

るとき, tT を T P LpV q の内積に関する転置とすれば, 式 (2.1) より GpΩq “ tGpΩq が成り立つ. すなわち,

g P GpΩqならば tg P GpΩqである. さらに, Ωが等質であれば GpΩqの連結成分の数は有限であるから, よっ

て GpΩqは簡約 Lie群になっている. この逆も成り立ち, ゆえに等質かつ自己双対な正則開凸錐 (すなわち対

称錐) であるための必要十分条件は GpΩqが簡約 Lie群である.

3 正則開凸錐の特性函数

Ωを有限次元実ノルム空間 V の正則開凸錐とし, Ω˚ をその双対錐とする.
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定義 3.1 点 x P Ωに対して

ϕpxq :“
ż

Ω˚
e´xξ, xydξ

と定める. ここで, dξ は双対空間 V ˚ 上の Lebesgue測度であり, ϕpxq ą 0. 正則開凸錐 Ω上の函数 ϕを Ωの

特性函数 (characteristic function) と呼ぶ.

この ϕpxqを定義する積分は, Ωの任意のコンパクト部分集合に属する点 xに対して, 一様収束する. さらに

特性函数 ϕは C8 級である. Ω内の点列 txνuν が Ωの境界 BΩ上の点 x0 に収束するならば

lim
νÑ8

ϕpxνq “ 8

が成り立つ. 点 x P Ωにおける log ϕpxqの 2回微分は u, v P V に対して

Bxpu, vq “ DuDv log ϕpxq

によって定義される V 上の対称双線型形式 Bx である. ここで, Du pu P V qは滑らかな函数 f の u方向の微

分である:

Dufpxq “ d

dt

ˇ̌
ˇ
t“0

fpx` tuq.

このとき 0 ‰ u P V に対して

Bxpu, uq “ D2
u log ϕpxq ą 0 (3.1)

が成り立つ. すなわち函数 log ϕは狭義凸函数である. また上式より, 多様体 Ωの各点 xに接空間 TxΩ » V

の対称双線型形式 Bx を対応させる対応 B : Ω Q x ÞÑ Bx P T˚Ωb T˚Ωは Ω上に Riemann計量を定義する

から, 正則開凸錐 Ωは Riemann多様体になる. ここで, T˚Ωは Ωの余接束である.

任意の g P GpΩqに対して

ϕpgxq “
ż

Ω˚
e´xξ, gxydξ “

ż

Ω˚
e´xg

˚ξ, xydξ.

ここで, η :“ g˚ξ とおけば dη “ |Det g˚|dξ. よって

ϕpgxq “ |Det g˚|´1

ż

Ω˚
e´xη, xydη

“ |Det g|´1ϕpxq. (3.2)

特に, λ ą 0に対して ϕpλxq “ λ´nϕpxq. ここで, n “ dimV である. また上式より, Ωの Riemann計量 B

は GpΩq不変になる: Bgxpgu, gvq “ Bxpu, vq.

4 等質正則開凸錐の双対性

ここでは, 等質正則開凸錐の双対錐も等質になっていることを述べる. Ωを有限次元実ノルム空間 V の正則

開凸錐とし, Ω˚ をその双対錐とする. 第 1節で述べたように, Ω˚ は正則開凸錐である.
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まず次が成り立つ: 全単射 ι : Ω Ñ Ω˚ が存在して, 任意の g P GpΩq, x P Ωに対して

ιpgxq “ pg˚q´1ιpxq. (4.1)

ここで, g˚ P GpΩq˚ は g P GpΩqの共役作用素である. この事実の証明には Ωの特性函数が用いられる.

次に上の事実より, 任意の x˚, y˚ P Ω˚ に対して, ある x, y P Ωが存在して x˚ “ ιpxq, y˚ “ ιpyqを満た
す. さらに Ωが等質であれば, ある g P GpΩqが存在して gx “ y を満たす. よって, 式 (4.1)より

x˚ “ ιpxq “ ιpg´1yq “ g˚ιpyq “ g˚y˚.

ゆえに GpΩq˚ は Ω˚ に推移的に作用している.

一方, V 上の適当な内積によって V ˚ “ V とみなすとき, 式 (4.1)は

ιpgxq “ tg´1ιpxq.

ここで, tg P tGpΩq は g P GpΩq の内積に関する転置である. さらに Ω が自己双対のとき, 写像 ι は Ω の全

単射である. 各 g P GpΩq に対して θpgq :“ tg´1 とおけば, 式 (2.1) より θpgq P GpΩq が言える. 明らかに

θ2 “ I である. ここで, I は GpΩqの恒等写像である. よって θ は GpΩqの対合的自己同型写像になっている.
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