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2次特殊ユニタリ群 SUp2qと 3次特殊直交群 SOp3qはコンパクト Lie群であるから, 表現の完全可約性に

より任意の有限次元表現は既約表現の直和に分解される. そこで, 具体的に SUp2qと SOp3qの有限次元既約
表現の構成と分類を行う. また SOp3qの既約表現は SUp2qからの 2重被覆写像を通じて SUp2qの既約表現
に還元されることを見るであろう. ここでは微分表現を利用して, Lie環の表現から導く方法により議論する.

1 SUp2qの有限次元既約表現の構成
Vn を 2変数複素係数 n次同次多項式の集合とする. すなわち,

Vn :“ ta0z
n
1 ` a1z

n´1
1 z2 ` ¨ ¨ ¨ ` anzn

2 ; a0, . . . , an P Cu Ă Crz1, z2s.

Vn は明らかに複素ベクトル空間で, Vn の基底は tzn
1 , zn´1

1 z2, . . . , zn
2 uで与えられるから, dimVn “ n ` 1

である.

SUp2qは行列の掛け算として自然に C2 に作用する: g “
«
a b

c d

ff
P SUp2q, z “ pz1, z2q P C2 とすれば,

SUp2q ˆ C2 Q pg, zq ÞÑ gz “ paz1 ` bz2, cz1 ` dz2q P C2

となるから, g は C2 の 1次変換である.

よって, SUp2qの Vn への作用 πn が

SUp2q ˆ Vn Q pg, fq ÞÑ pπnpgqfqpzq :“ fpg´1zq P Vn

によって定義できる. 実際, g P SUp2q, f P Vn に対して,

pπnpgqfqpz1, z2q “ fpdz1 ´ bz2,´cz1 ` az2q P Vn

となるから, πn は Vn の 1次変換である. そして, z1
1 “ dz1´ bz2, z2

1 “ ´cz1`az2, g1 “
«
a1 b1

c1 d1

ff
とすれば,

pπnpgqπnpg1qfqpz1, z2q “ pπnpgqfqpz1
1, z2

1q
“ fpd1z1

1´b1z2
1,´c1z1

1 ` a1z2
1q

“ fppd1d` b1cqz1 ´ pd1b` b1aqz2,´pc1d` a1cqz1 ` pc1b` a1aqz2q
“ pπnpgg1qfqpz1, z2q

が成り立つから, πnpgg1q “ πnpgqπnpg1q である. これより πnpgqπnpg´1q “ πnpgg´1q “ πnpIq “ idVn と

なるので, πnpgq は正則 1 次変換である. よって, 群準同型 πn : SUp2q Ñ GLpVnq は SUp2q の Vn におけ
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る表現である. さらに Vn の基底 z1
n´kz2

k pk “ 0, 1, 2, . . . , nq に関する πnpgq の行列成分は g の成分

a, b, c, d P Cの多項式であるから, 準同型 πn は連続である. ゆえに πn は可微分となる*1. 以上で SUp2qの
有限次元表現が構成された. pπn, Vnqが既約であることは第 4節で示される.

注意 1.1 一般に, 群 G が集合 X に作用しているとき, X 上の函数より成る函数空間への G の作用を

pLpgqfqpxq :“ fpg´1xq (g P G, x P X)と定めれば, Lは群 Gの表現を定義する. この表現 Lを左正則表現

(left regular representation) という.

2 ウェイト分解

以下, V を C上の有限次元ベクトル空間とする.

SUp2qの部分群

T :“
"

ta “
„
a 0
0 a´1


; a P C, |a| “ 1

*

を考えれば, T » Up1qである. Up1qの幾つかの直積と同型な群をトーラス (torus) という. SUp2qにおける
T の中心化群は T 自身に一致することが容易に確かめられるから, T は SUp2qの極大可換部分群である. 特

に, SUp2qの部分群 T 1 が T Ă T 1 で, ある n ľ 1に対して T 1 » Tn を満たすならば, T 1 は T に一致する. こ

れにより, T は SUp2qの極大トーラス (maximal torus) と呼ばれる.

注意 2.1 コンパクト Lie 群 G の Lie 環を g とする. G の極大トーラス T と g の極大可換部分空間 t とは,

T “ exp t, t “ LiepT qにより 1対 1に対応する.

SUp2qの任意の表現 pρ, V qを T に制限したものは T の 1次元表現の直和に分解できる: V “Àn
j“1 Cvj .

よって, V の基底を各直和成分から取れば, 各 vj は tρptaq ; ta P T u の同時固有ベクトルであるから,

ρptaq : V Ñ V は任意の ta P T について同時対角化可能である. 従って, V は tρptaq ; ta P T uに関して同時
固有空間分解できることがわかる. すなわち

V “ à
mPWρ

V pmq

である. ここで, V pmq :“ tv P V ; ρptaqv “ amv, @ta P T u とし*2, Wρ :“ tm P Z ; V pmq ‰ t0uu は
dimV ă 8より有限集合である. この分解を T に関する pρ, V qのウェイト分解 (weight decomposition) と

呼び, Wρ の元を ρのウェイト (weight), Wρ の最大元を ρの最高ウェイト (highest weight), V pmqをウェイ
トmに対するウェイト空間 (weight space)と呼ぶ. dimV pmqはウェイトmの重複度 (multiplicity) と呼ば

れる.

第 1節の pπn, Vnqをウェイト分解しよう. fpz1, z2q “ z1
n´kz2

k のとき

pπnptaqfq
„
z1

z2


“ f

ˆ
t´1
a

„
z1

z2

˙
“ f

„
a´1z1

z2



“ pa´1z1qn´kpaz2qk “ a2k´nz1
n´kz2

k

“ a2k´nf

„
z1

z2



*1 Lie群の連続準同型は可微分となることが知られている. 従って, それは Lie群の準同型である.
*2 Up1qの既約表現を思い出そう. 拙著『Up1qの有限次元複素表現』を参照されたい.
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より, V p2k ´ nq “ tf P Vn ; πnptaqf “ a2k´nf, @ta P T u “ Cz1
n´kz2

k となる. 従って,

Vn “ Cz1
n ‘ Cz1

n´1z2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Cz2
n

は T に関するウェイト分解であって, Wπn “ t´n, ´n ` 2, ´n ` 4, . . . , nu, πn の最高ウェイトは n, 各

ウェイトの重複度は 1である.

そこで pπ, Vnqは “最高ウェイト nの既約表現” と呼ばれる.

3 微分表現と Lie環の表現の複素化

連続写像 g : R Q t ÞÑ gptq P GLpn,Cqで, 任意の s, t P Rに対して, gps ` tq “ gpsqgptqを満たすものを
GLpn,Cqの 1 パラメータ部分群 (one-parameter subgroup) という. GLpn,Cqの 1 パラメータ部分群につ

いて次の定理が知られている*3.

注意 3.1 1 パラメータ部分群の定義から直ちに, gp0q “ I, gptq´1 “ gp´tq が導かれる. さらに gpsqgptq “
gps` tq “ gptqgpsqである. よって GLpn,Cqの 1パラメータ部分群は GLpn,Cqの可換な部分群である.

定理 3.1 tgptq ; t P Ru が GLpn,Cq の 1 パラメータ部分群ならば, gptq は t について微分可能であって,

g1p0q “ X pX P glpn,Cq » Mpn,Cqqとおけば,

gptq “ exp tX p@t P Rq

と表すことができる. X は g によって一意的に定まる.

下の定理 3.2の証明するために, 次の命題が必要になるが, 証明は省く.

命題 3.1 任意の X, Y P glpn,Cqに対して,

lim
nÑ8

ˆ
exp

X

n
exp

Y

n

˙n

“ exppX ` Y q

が成り立つ.

線型 Lie群 Gの表現 pρ, V qから, 次のようにして Gの Lie環 gの表現が導かれる*4.

定理 3.2 ρを線型 Lie群 Gから GLpV qへの準同型とすれば, 単位元 e P Gにおける ρの微分

dρe : TepGq Q X ÞÑ dρepXq “ d

dt
ρpexp tXq

ˇ̌
ˇ
t“0

P TρpeqpGLpV qq

は Gの Lie環 gから GLpV qの Lie環 glpV qへの準同型を引き起こし,

ρpexp tXq “ expptdρepXqq p@t P Rq

を満たす.

証明 先ず, X P glpV q に対して, ρpexppt ` sqXq “ ρpexp tX exp sXq “ ρpexp tXqρpexp sXq より写像
R Q t ÞÑ ρpexp tXq P GLpV q は GLpV q の 1 パラメータ部分群となるので, 定理 3.1 より, ρpexp tXq “
expptdρepXqqが成り立つ.

*3 n “ 1の場合は, 拙著『Up1qの有限次元複素表現』で示した. とは言え, そこでは始めから写像 f の微分可能性を仮定していたが.
*4 GLpn,Cqの閉部分群 Gを線型 Lie群と呼び, Gの Lie環 gは g :“ tX P glpn,Cq ; exp tX P G, @t P Ru と定義される.
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次に, dρe が gから glpV qへの Lie環の準同型であることを示す.

線型性: 任意の a P R, X P gに対して, dρepaXq “ adρepXqは明らかである*5. 補題 3.1と ρの連続性よ

り, 任意の t P R, X, Y P gに対して,

expptdρepX ` Y qq “ ρpexp tpX ` Y qq

“ ρ

ˆ
lim

nÑ8

ˆ
exp

t

n
X exp

t

n
Y

˙n˙
“ lim

nÑ8
ρ

ˆˆ
exp

t

n
X exp

t

n
Y

˙n˙

“ lim
nÑ8

ˆ
ρ

ˆ
exp

t

n
X

˙
ρ

ˆ
exp

t

n
Y

˙˙n

“ lim
nÑ8

ˆ
exp

t

n
dρepXq exp

t

n
dρepY q

˙n

“ exp t pdρepXq ` dρepY qq .

よって, この式の両辺の t “ 0における微分係数を求めて, dρepX ` Y q “ dρepXq ` dρepY qを得る.

括弧積を保つこと: Zptq :“ ρpexp tXqdρepY qρpexp tXq´1 とおく. Zptqρpexp tXq “ ρpexp tXqdρepY qで
あるから, この式の両辺の t “ 0における微分係数は

p左辺 q “ Z 1p0qρpeq ` Zp0q d

dt
ρpexp tXq

ˇ̌
ˇ
t“0

“ Z 1p0q ` dρepY qdρepXq,

p右辺 q “ d

dt
ρpexp tXq

ˇ̌
ˇ
t“0

dρepY q “ dρepXqdρepY q.

ゆえに, Z 1p0q “ dρepXqdρepY q ´ dρepY qdρepXqとなる. また, g1ptq :“ exp tX, g2psq :“ exp sY とおいて,

Z 1p0q “ d

dt
Zptq

ˇ̌
ˇ
t“0

“ d

dt

`
ρpg1ptqqdρepY qρpg1ptqq´1

˘ ˇ̌
ˇ
t“0

“ d

dt

ˆ
ρpg1ptqq d

ds
ρpg2psqq

ˇ̌
ˇ
s“0

ρpg1ptqq´1

˙ ˇ̌
ˇ
t“0

“ d

dt

d

ds

`
ρpg1ptqqρpg2psqqρpg1ptqq´1

˘ ˇ̌
ˇ
s“0

ˇ̌
ˇ
t“0

“ d

dt

d

ds
ρ
`
g1ptqg2psqg1ptq´1

˘ ˇ̌
ˇ
s“0

ˇ̌
ˇ
t“0

“ d

dt

d

ds
ρ
`
exp

`
sg1ptqY g1ptq´1

˘˘ ˇ̌
ˇ
s“0

ˇ̌
ˇ
t“0

“ d

dt
dρe

`
g1ptqY g1ptq´1

˘ ˇ̌
ˇ
t“0

“ dρe

ˆ
d

dt
g1ptqY g1ptq´1

ˇ̌
ˇ
t“0

˙
“ dρe

ˆ
d

dt
pexp tXqY pexp tXq´1

ˇ̌
ˇ
t“0

˙

“ dρe prX, Y sq

が成り立つ*6. 従って, 任意の X, Y P gに対して, dρeprX, Y sq “ rdρepXq, dρepY qsを得る.

定理 3.2より, Gの GLpV qにおける表現 ρが与えられたとき, その微分 dρe は gの glpV qにおける表現を
引き起こすことが分かる. これを単に dρと書いて, ρの微分表現 (differential representation) という. また,

ρpgqと書けば群 Gの表現, ρpXqと書けば Lie環 gの表現を意味する.

命題 3.2 pρ, V qを線型 Lie群 Gの表現とし, pdρ, V qをその微分表現とする. このとき次のことが成り立つ.

(1) V の G-部分加群W は g-部分加群である.

(2) Gが連結ならば逆に g-部分加群W は G-部分加群である.

(3) Gが連結ならば, pρ, V qが既約であることは pdρ, V qが既約であるための必要十分条件である.

*5線型 Lie群 Gの Lie環 gは実ベクトル空間である.
*6下から 2行目の 2つ目の等号は微分が線型写像と可換であるという事実を使った.
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証明 (1) W は G-部分加群であるから, X P g, w PW に対して,

1
t
pρpexp tXqw ´ wq P W p@t P Rq.

よって, t Ñ 0とすれば

ρpXqw “ lim
tÑ0

1
t
pρpexp tXqw ´ wq P W.

が成り立つ*7. ゆえに, W は g-部分加群である.

(2) X P g, w PW に対して, ρpXqw PW ならば
ˆ

1` t

1!
ρpXq ` t2

2!
ρpXq2 ` ¨ ¨ ¨ ` tn

n!
ρpXqn

˙
w PW p@t P Rq

である. そこで n Ñ8とすれば, ρpexp tXqw “ exp tρpXqw P W となる. いま Gは連結であるから, 任意の

g P GはX1, X2, . . . , Xm P gを用いて, g “ pexpX1qpexpX2q ¨ ¨ ¨ pexpXmqと書くことができる*8. よって

ρpgqW “ ρppexpX1qpexpX2q ¨ ¨ ¨ pexpXmqqW “ ρpexpX1qρpexpX2q ¨ ¨ ¨ ρpexpXmqW ĂW

が成り立つ. ゆえに, W は G-部分加群である.

(3) ρは既約でないとする. すなわち, ある G-部分加群W (t0u Ĺ W Ĺ V ) が存在する. (1), (2) よりW は

g-部分加群である. よって, dρは既約でない. 逆も同様である.

命題 3.3 連結線型 Lie 群 G の表現 pρ, V q と pρ1, V 1q が同値であることは G の Lie 環 g の表現 pdρ, V q と
pdρ1, V 1qが同値であるための必要十分条件である.

証明 先ず pρ, V qと pρ1, V 1qが同値であるとする. すなわち, ある線型同型 A : V Ñ V 1 が存在して, 任意

の g P G, v P V に対して, Apρpgqvq “ ρ1pgqApvq を満たす. このとき任意の X P g, v P V に対して,

A

ˆ
ρpexp tXqv ´ v

t

˙
“
ˆ

ρ1pexpptXq ´ 1
t

˙
Apvq p@t P Rq.

よって t Ñ 0とすれば, ApρpXqvq “ ρ1pXqApvqを得る. ゆえに, pdρ, V qと pdρ1, V 1qは同値である.

逆に pdρ, V q と pdρ1, V 1q が同値であるとする. すなわち, ある線型同型 A : V Ñ V 1 が存在して, 任意の

X P g, v P V に対して, ApρpXqvq “ ρ1pXqApvq を満たす. このとき n に関する帰納法で ApρpXqnvq “
ρ1pXqnApvqが成り立つので*9,

A

ˆ
v ` t

1!
ρpXqv ` ¨ ¨ ¨ ` tn

n!
ρpXqnv

˙
“
ˆ

1` t

1!
ρ1pXq ` ¨ ¨ ¨ ` tn

n!
ρ1pXqn

˙
Apvq p@t P Rq

が成り立つ. よって n Ñ 8とすれば, Apρpexp tXqvq “ ρ1pexp tXqApvqとなる. いま Gは連結であるから,

任意の g P Gは X1, X2, . . . , Xm P gを用いて, g “ pexpX1qpexpX2q ¨ ¨ ¨ pexpXmqと書くことができる.

ゆえに任意の g P Gに対して,

Apρpgqvq “ ApρppexpX1qpexpX2q ¨ ¨ ¨ pexpXmqqvq “ ApρpexpX1qρpexpX2q ¨ ¨ ¨ ρpexpXmqvq
“ ρ1pexpX1qApρpexpX2q ¨ ¨ ¨ ρ1pexpXmqvq “ ρ1pexpX1qρ1pexpX2q ¨ ¨ ¨ ρ1pexpXmqApvq
“ ρ1ppexpX1qpexpX2q ¨ ¨ ¨ pexpXmqqApvq
“ ρ1pgqApvq

*7有限次元ベクトル空間の部分空間は全て閉集合である.
*8 gの元 Xj およびその数は g により異なる.
*9 n “ 2のとき, ApρpXq2vq “ ApρpXqpρpXqvqq “ ρ1pXqApρpXqvq “ ρ1pXqpρ1pXqApvqq “ ρ1pXq2Apvqである.
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が成り立つ. 従って, pρ, V qと pρ1, V 1qは同値である.

実 Lie環 (R上の Lie環) の表現に対して, その複素化 (Cへの係数拡大) の表現を構成しよう. 実 Lie環の

複素化は複素 Lie環になるが, 複素 Lie環は複素ベクトル空間であるから, 表現が複素線型写像であるという

ことが意味を持つ.

命題 3.4 gを実 Lie環とし, gC :“ CbR g を gの複素化とする. gの任意の表現 pρ, V qに対して, 実 Lie環の

準同型写像 ρ : gÑ glpV qを gC からの複素線型写像に拡張したものを ρC で表す:

ρCpX ` iY q :“ ρpXq ` iρpY q pX, Y P gq.

このとき, ρC は gC の V における表現を与える.

証明 任意の a, b P R, X, Y P gに対して,

ρCppa` ibqpX ` iY qq “ ρCpaX ´ bY ` ipaY ` bXqq “ ρpaX ´ bY q ` iρpaY ` bXq
“ aρpXq ´ bρpY q ` iaρpY q ` ibρpXq “ pa` ibqρpXq ` ipa` ibqρpY q
“ pa` ibqρCpX ` iY q.

よって, ρC は gC から glpV qへの複素線型写像である.

また, 任意の X, Y, Z, W P gに対して,

ρCprX ` iY, Z ` iW sq “ ρCppX ` iY qpZ ` iW q ´ pZ ` iW qpX ` iY qq
“ ρCprX, Zs ´ rY, W s ` iprX, W s ` rY, Zsqq
“ ρprX, Zs ´ rY, W sq ` iρprX, W s ` rY, Zsq
“ rρpXq, ρpZqs ´ rρpY q, ρpW qs ` irpρpXq, ρpW qs ` irρpY q, ρpZqs
“ rρCpX ` iY q, ρCpZ ` iW qs.

ゆえに, ρC は gC の V における表現である.

この表現 ρC を表現 ρの複素化 (complexification) と呼ぶ.

命題 3.5 pρ, V qを実 Lie環 gの表現とし, pρC, V qを gの複素化 gC の表現とする. このとき次が成り立つ.

(1) V の g-部分加群W は gC-部分加群である.

(2) pρ, V qが既約であることは pρC, V qが既約であるための必要十分条件である.

証明 (1) 仮定よりW は g-部分加群であるから, 任意の X, Y P g, w PW に対して,

ρCpX ` iY qw “ ρpXqw ` iρpY qw PW.

よってW は gC-部分加群である.

(2) 先ず ρが既約であるとする. W が V の gC-部分加群ならば, 明らかにW は g Ă gC で不変である. よっ

てW “ t0uかW “ V である. ゆえに ρC は既約である.

逆に ρC が既約であるとする. W が V の g-部分加群ならば, (1) より W は gC-部分加群である. よって

W “ t0uかW “ V である. ゆえに ρは既約である.

命題 3.6 実 Lie環 gの表現 pρ, V qと pρ1, V 1qが同値であることは複素 Lie環 gC の表現 pρC, V qと pρ1C, V 1q
が同値であるための必要十分条件である.
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証明 先ず pρ, V qと pρ1, V 1qが同値であるとする. すなわち, ある線型同型 A : V Ñ V 1 が存在して, 任意

の X P g, v P V に対して, ApρpXqvq “ ρ1pXqApvq を満たす. 任意の Z P gC は Z “ X ` iY pX, Y P gqと
表されるので,

ApρCpZqvq “ ApρCpX ` iY qvq “ ApρpXqv ` iρpY qvq
“ ApρpXqvq ` iApρpY qvq “ ρ1pXqApvq ` iρ1pY qApvq
“ pρ1pXq ` iρ1pY qqApvq “ ρ1CpX ` iY qApvq
“ ρ1CpZqApvq.

ゆえに, pρC, V qと pρ1C, V 1qは同値である.

逆に pρC, V q と pρ1C, V 1q が同値であるとする. すなわち, ある線型同型 A : V Ñ V 1 が存在して, 任意の

X P gC, v P V に対して,

ApρCpXqvq “ ρ1CpXqApvq (3.1)

を満たす. このとき, 上式は gの任意の元に対して成り立つので, pρ, V qと pρ1, V 1qは同値である.

第 1 節で構成した表現 πn : SUp2q Ñ GLpVnq の微分表現 dπn : sup2q Ñ glpVnq を求めよう. ここで,

sup2q “ tX PMp2,Cq ; X˚ “ ´X, trX “ 0uである.

πnpXq “ d

dt
πnpexp tXq

ˇ̌
ˇ
t“0

pX P sup2qq

より, 任意の f P Vn に対して

pπnpXqfqpzq “ d

dt
pπnpexp tXqfqpzq

ˇ̌
ˇ
t“0

“ d

dt
fpexpp´tXqzq

ˇ̌
ˇ
t“0

.

zptq :“ expp´tXqz P C2 とおけば, zp0q “ z である. もちろん zptq “ pz1ptq, z2ptqq pzjptq P Cqである. 連鎖

律により

πnpXqf “ Bf
Bz1

dz1

dt

ˇ̌
ˇ
t“0

` Bf
Bz2

dz2

dt

ˇ̌
ˇ
t“0

.

dz{dt|t“0 “ ´Xz なので, よって X “
«
α β

γ δ

ff
P sup2qとおけば,

πnpXqf “ ´ BfBz1
pαz1 ` βz2q ´ Bf

Bz2
pγz1 ` δz2q,

すなわち

πnpXq “ ´ B
Bz1

pαz1 ` βz2q ´ B
Bz2

pγz1 ` δz2q. (3.2)

命題 3.4 によれば, sup2q の表現は sup2q の複素化の表現に拡張されるが, sup2qC » slp2,Cq であるから,

式 (3.2)によって与えられた sup2qの表現 dπn は slp2,Cqの表現 pdπnqC に拡張される. さらに, pdπnqC は式
(3.2)によって与えられることが容易に確かめられる. 今後, pdπnqC を単に dπn で表すことにする.

slp2,Cq “ tX PMp2,Cq ; trX “ 0uの次のような基底を考えよう:

H :“
„
1 0
0 ´1


, X` :“

„
0 1
0 0


, X´ :“

„
0 0
1 0


.
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先ず, πnpHqは式 (3.2)より

πnpHq “ ´ B
Bz1

z1 ` B
Bz2

z2

となる. Vn の基底 z1
n´kz2

k pk “ 0, 1, 2, . . . , nqに πnpHqを作用させれば,

πnpHqz1
n´kz2

k “ ´pn´ kqz1
n´kz2

k ` kz1
n´kz2

k “ p2k ´ nqz1
n´kz2

k (3.3)

である. よって, z1
n´kz2

k は πnpHqの固有値 2k ´ nの固有ベクトルである.

注意 3.2 πnpHqの固有値 ´n, ´n` 2, ´n` 4, . . . , nは表現 dπn のウェイトと呼ばれ, その最大値は最高

ウェイトと呼ばれる. この πnpHqの固有値は第 2節で求めたWπn
の元と一致している.

次に, πnpX`q, πnpX´qは式 (3.2)より

πnpX`q “ ´z2
B
Bz1

, πnpX´q “ ´z1
B
Bz2

となる. そして,

πnpX`qz1
n´kz2

k “ ´z2
B
Bz1

pz1
n´kz2

kq “ ´pn´ kqz1
n´k´1z2

k`1, (3.4)

πnpX´qz1
n´kz2

k “ ´z1
B
Bz2

pz1
n´kz2

kq “ ´kz1
n´k`1z2

k´1 (3.5)

であるから, πn pX˘qは第 2節で考えたウェイト空間 Cz1
n´kz2

k pk “ 0, 1, 2, . . . , nqの隣り合ったものの
間の写像を与えている. 特に πnpX`qz2

n “ 0, πnpX´qz1
n “ 0である.

Cz1
n

πnpX`q
&&

πnpHq

YY Cz1
n´1z2

πnpX`q
%%

πnpX´q
oo

πnpHq

YY
¨ ¨ ¨

πnpX`q
%%

πnpX´q
oo Cz1z2

n´1

πnpX`q
%%

πnpX´q
oo

πnpHq

YY
Cz2

n

πnpX´q
oo

πnpHq

YY

4 SUp2qの有限次元既約表現の分類
この節では, 先ず pπn, Vnqの既約性を示そう．Vn の SUp2q-部分加群W (t0u Ĺ W Ĺ Vn) があれば, 命題

3.5よりW は slp2,Cq-部分加群であり, SUp2q « S3 によって SUp2qは単連結であることに注意すれば, 命題

3.2 (3)と命題 3.5 (2) より pπn, Vnqが既約であることと ppdπnqC, Vnqが既約であることは同値なので, よっ

て slp2,Cq-加群としての既約性を示せば良い.

命題 4.1 pπn, Vnqは slp2,Cq-加群として既約である.

証明 W ‰ t0uを Vn の slp2,Cq-部分加群とするとき, W “ Vn を示せば良い.

W ‰ t0uなので, 少なくとも 1つの 0でない元 w PW が存在する.

w “ a0z1
n ` a1z1

n´1z2 ` ¨ ¨ ¨ ` anz2
n PW

とすれば, 少なくとも 1つの ak P C p0 ĺ k ĺ nqは 0でない. k0 :“ min0ĺkĺntk ; ak ‰ 0uとおく. 式 (3.4)

を繰り返し用いて,

πnpX`qn´k0w “ πnpX`qn´k0pak0z1
n´k0z2

k0q “ p´1qn´k0pn´ k0q!ak0z2
n
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であるから, z2
n PW であり, 任意の k p0 ĺ k ĺ nqに対して, 式 (3.5)を繰り返し用いて,

πnpX´qn´k
z2

n “ npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pk ` 1qz1
n´kz2

k

であるから, z1
n´kz2

k P W である. z1
n´kz2

k pk “ 0, 1, 2, . . . , nqは Vn の基底なので, W は Vn の基底を

含む: W Ą Vn. さらに仮定よりW Ă Vn であるから, ゆえにW “ Vn が成り立つ.

さて, pρ, V qを SUp2qの任意の表現とする. H “
«
1 0

0 ´1

ff
P slp2,Cqを用いて, iH “

«
i 0

0 ´i

ff
P sup2qに

対し, ρpiHq : V Ñ V を考えよう. V pmqを第 2節で考えたウェイト空間とする. v P V pmqのとき
ρpexp spiHqqv “ ρpteisqv “ eimsv p@s P Rq

であるから,

ρpiHqv “ imeimsv|s“0 “ imv

となる. 従って ρpiHq は対角化可能であり, ρpiHq によって V は固有空間分解でき, それは SUp2q の極大
トーラス T に関するウェイト分解と一致する. 特に

V pmq “ tv P V ; ρpiHqv “ imvu. (4.1)

今後, slp2,Cqの表現 pdρqC を単に dρで表すことにする.

補題 4.1 v P V pmqのとき, 次のことが成り立つ.

(1) ρpX˘qv P V pm˘ 2q,
(2) ρpX`qρpX´qv ´ ρpX´qρpX`qv “ ρpHqv “ mv.

証明 (1) ρpX`qv P V pm` 2qを示す.

riH, X`s “ iHX` ´ iX`H “ i

„
1 0
0 ´1

 „
0 1
0 0


´ i

„
0 1
0 0

 „
1 0
0 ´1



“ i

„
0 1
0 0


` i

„
0 1
0 0


“ 2iX`

であるから, ρの準同型性により

ρpiHqρpX`q ´ ρpX`qρpiHq “ 2iρpX`q.

よって

ρpiHqρpX`q “ ρpX`qρpiHq ` 2iρpX`q “ ρpX`qpρpiHq ` 2iq

となる. これを v P V に作用させれば, 式 (4.1)により ρpiHqv “ imv であるから,

ρpiHqρpX`qv “ ρpX`qpρpiHq ` 2iqv “ ipm` 2qρpX`qv.

よって, ρpX`qv P V pm` 2qである. ρpX´qv P V pm´ 2qについても同様である.

(2)

rX`, X´s “ X`X´ ´X´X` “
„
0 1
0 0

 „
0 0
1 0


´
„
0 0
1 0

 „
0 1
0 0


“
„
1 0
0 0


´
„
0 0
0 1



“
„
1 0
0 ´1


“ H
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であるから, ρの準同型性と式 (4.1)より

ρpX`qρpX´qv ´ ρpX´qρpX`qv “ ρpHqv “ ´iρpiHqv “ mv

が成り立つ.

定理 4.1 SUp2qの任意の有限次元既約表現はある pπn, Vnq pn P t0u Y Nqと同値である.

証明 V の最高ウェイトを nとおけば, 補題 4.1より次のような図を得る.

¨ ¨ ¨
ρpX`q

%%
V pn´ 4q

ρpX`q
''

ρpX´q
oo

ρpHq

YY
V pn´ 2q

ρpX`q
%%

ρpX´q
oo

ρpHq

YY
V pnq

ρpX´q
oo

ρpHq

YY

V pnqの 0でない元 v0 を取って, v0 を含む V の最小の slp2,Cq-部分加群が Vn と同型であることを示したい.

vk :“ ρpX´qkv0 pk “ 0, 1, 2, . . . q

とおく. このとき, 先ず

ρpX`qvk “ kpn´ k ` 1qvk´1 pk ą 0q (4.2)

を示そう. k に関する帰納法で示す. k “ 1 のときは, ρpX`qv0 “ 0 であるから, 補題 4.1 (2) より

ρpX`qv1 “ nv0 が成り立つ. k ´ 1まで成り立つと仮定すれば, vk´1 P V pn ´ 2k ` 2qであるから, 補題 4.1

(2) より

ρpX`qvk ´ ρpX´qρpX`qvk´1 “ pn´ 2k ` 2qvk´1

であるが, ρpX´qρpX`qvk´1 “ ρpX´qpk ´ 1qpn´ k ` 2qvk´2 “ pk ´ 1qpn´ k ` 2qvk´1 なので

ρpX`qvk “ pn´ 2k ` 2qvk´1 ` pk ´ 1qpn´ k ` 2qvk´1 “ kpn´ k ` 1qvk´1.

よって, 式 (4.2)が成り立つ.

さて, 補題 4.1 (2) より ρpHqvk “ pn´ 2kqvk であるが, V の有限次元性により ρpHqの固有値は有限個な
ので, vk pk “ 0, 1, 2, . . . q は有限個を除いて全て 0 である. よって, ある非負整数 m が存在して, 任意の

k ĺ mに対して, vk “ ρpX´qkv0 ‰ 0かつ vm`1 “ ρpX´qm`1v0 “ 0を満たす. vm`1 “ 0ならば, もちろん

ρpX`qvm`1 “ 0であるから, 式 (4.2)より

0 “ ρpX`qvm`1 “ pm` 1qpn´mqvm.

ここで, vm ‰ 0 かつ m ` 1 ‰ 0 であるから, 上式が成り立つためには m “ n でなければならない. この

とき v0, v1, . . . , vn は ρpHq の互いに異なる固有値に対する固有ベクトルなので 1 次独立である. そこで

v0, v1, . . . , vn で張られる V の部分空間をW とすれば, W は明らかに ρpHq, ρpX`q, ρpX´qで不変であ
り, ゆえにW は slp2,Cq-部分加群である. 従って, pρ, V qの既約性によりW “ V となる.

v1
1 :“ ´ 1

n
v1, v2

1 :“ 1
npn´ 1qv2, . . . , vn

1 :“ p´1qn 1
n!

vn
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とおけば,

ρpX´qvk
1 “ p´1qk 1

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1qρpX´qvk

“ ´pn´ kqvk`1
1 (4.3)

であり, 式 (4.2)を用いれば,

ρpX`qvk`1
1 “ p´1qk`1 1

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ kqρpX`qvk`1

“ p´1qk`1pk ` 1q 1
npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1qvk

“ ´pk ` 1qvk
1 (4.4)

も得られる. 従って v0
1, v1

1, . . . , vn
1 に対して, それぞれ z2

n, z1z2
n´1, . . . , z1

n を対応させる Cv0
1 ‘

Cv1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Cvn

1 から Vn への線型写像 Aを考えれば, 式 (4.3), (4.4) を式 (3.4), (3.5)と比較することによ

り, Aは slp2,Cq-加群としての同型写像である. すなわち, 次の図式が可換になる.

nà
j“1

Cvj
1

ö

//

A

²²

nà
j“1

Cvj
1

A

²²

Vn
// Vn

よって, 命題 3.6 より pdρ,Cv0
1 ‘ Cv1

1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Cvn
1q と pdπn, Vnq が同値となり, さらに命題 3.3 より

pρ,Cv0
1 ‘ Cv1

1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Cvn
1qと pπn, Vnqが同値となる. 従って, 定理が証明された.

さらに, SUp2qの任意の有限次元表現 pρ, V qは完全可約であるから, pρ, V qは幾つかの既約表現 pπn, Vnqの
直和に分解される:

pρ, V q »
rà

j“1

`
πnpjq, Vnpjq

˘
˜

dimV “
rÿ

j“1

dimVnpjq

¸
. (4.5)

5 SOp3qの有限次元既約表現の構成と分類
この節では SUp2qの表現と SOp3qの表現が 2重被覆写像を通じて, どのように関係するかを考察する. 先

ず, SUp2qと SOp3qの関係を表した次の定理を思い出そう.

定理 5.1 SUp2qの随伴表現 Adは SUp2qから SOp3qへの全射準同型で, 2対 1の写像である. 特に, その

核は t˘I2uである: SUp2q{t˘I2u » SOp3q.
そこで, pρ, V q を SOp3q の表現とすれば, 定理 5.1 の準同型 Ad と合成することにより, SUp2q の表現

ρ̃ : SUp2q Ñ GLpV q が得られる*10. 実際, g P SUp2q に対して, ρ̃pgq “ ρpAd gq であるから, 任意の

g1, g2 P SUp2qに対して,

ρ̃pg1g2q “ ρpAd g1g2q “ ρppAd g1qpAd g2qq
“ ρpAd g1qρpAd g2q
“ ρ̃pg1qρ̃pg2q

*10これを表現 pρ, V qの SUp2qへの “引き戻し” または “持ち上げ” という.
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が成り立つ. よって pρ̃, V qは SUp2qの表現である.

ö

GLpV q

SUp2q

ρ̃
::uuuuuuuuu

Ad // SOp3q

ρ

OO

そして, pρ̃, V qが既約でなければ, SUp2q-部分加群W pt0u Ĺ W Ĺ V qが存在する. ここで Adの全射性によ

り, W は SOp3q-不変でなければならないから, pρ, V qは既約でない. すなわち, pρ, V qが既約ならば pρ̃, V qも
既約である. ゆえに, 定理 4.1より pρ̃, V qはある pπn, Vnqと同値であるが, 定理 5.1より KerAd “ t˘I2uで
あるから, ρ̃p´I2qは V の恒等写像である. 一方,

πnp´I2qz1
n´kz2

k “ p´z1qn´kp´z2qk “ p´1qnz1
n´kz2

k

であるから, nは偶数でなければならない*11. 従って, n “ 2m pm P t0u Y Nqならば, ρm ˝ Ad “ π2m を満

たす SOp3qの既約表現 pρm, V qが well-definedに定まり, SOp3qの任意の既約表現 pρ, V qはある pρm, V qと
同値である. m ‰ m1 ならば, pρm, V qと pρm1 , V 1qの表現空間の次元は異なるので, pρm, V q fi pρm1 , V 1qも分
かる.

さて, 具体的に SOp3q の既約表現を構成しよう. SUp2q の表現を構成したときのアナロジーで, SOp3q の
R3 上の複素係数m次同次多項式の空間Wm における表現 pLg,Wmqが

pLgfqpxq :“ fpg´1xq (5.1)

によって定義できる. ここで, g P SOp3q, f PWm, x P R3 である. しかしm ľ 2ならば pLg,Wmqは既約で
ないことが分かる. 例えば, W2 は x1

2 ` x2
2 ` x3

2 で張られる SOp3q-部分加群を含む. 従って, SOp3qの既
約表現を得るにはWm の既約 SOp3q-部分加群として Laplace作用素の核, すなわち調和多項式の空間を考え

れば良い.

R3 上の Laplace作用素 (Laplace operator) ∆が

∆ :“ B2
Bx1

2
` B2
Bx2

2
` B2
Bx3

2

で定義される. 式 (5.1)の Lg と Laplace作用素 ∆について次の関係が成り立つ.

命題 5.1 g P SOp3qのとき, Lg と ∆は可換である. すなわち

∆ ˝ Lg “ Lg ˝∆.

証明 y :“ g´1xとおく. g “ pgijq1ĺi,jĺ3, x “ px1, x2, x3q, y “ py1, y2, y3qと書けば, yj “
ř3

i“1 gijxi

であるから, R3 上の任意の函数 f に対して,

BpLgfq
Bxi

pxq “
3ÿ

j“1

Bf
Byj
pyqByj

Bxi
“

3ÿ
j“1

gij
Bf
Byj
pyq

*11 πnp´I2qは Vn の恒等写像である.
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を得る. よって

pp∆ ˝ Lgqfqpxq “
3ÿ

i“1

B2pLgfq
Bxi

2
pxq “

3ÿ
i“1

˜
3ÿ

k“1

gik
B
Byk

¸˜
3ÿ

l“1

gil
Bf
Byl
pyq

¸

“
3ÿ

k, l“1

˜
3ÿ

i“1

gikgil

¸
B2f
BykByl

pyq “
3ÿ

k“1

B2f
Byk

2
pyq

“ p∆fqpyq “ ppLg ˝∆qfqpxq

が成り立つ*12. f は任意であるから, 従って ∆ ˝ Lg “ Lg ˝∆を得る.

Laplace作用素のWmへの制限∆|Wm
: Wm ÑWm´2の核をUmとおく: Um :“ tf PWm ; ∆|Wm

f “ 0u.
Um の元は m次調和多項式 (harmonic polynomial)と呼ばれる. このとき, ∆|Wm は全射であることが示せ

るので,

dimWm “ pm` 1qpm` 2q
2

, dimUm “ pm` 1qpm` 2q
2

´ pm´ 1qm
2

“ 2m` 1.

Lm :“ Lg|Um とおこう. f P Um ならば, 命題 5.1により任意の g P SOp3qに対して ∆Lmf “ Lm∆f “ 0

であるから, Lmf P Um となる. すなわち Um は SOp3q-不変であり, Um の SOp3q-部分加群は t0uと Um 以

外に存在しないので, よって SOp3qの表現 pLm, Umqは既約である. さらに Lmpgqの行列成分は g の成分の

多項式であるから, 準同型 Lm は連続であり, 従って Lm は可微分となる.
定理 5.2 (1) Lm は ρm (m P t0u Y N)と同値である.

(2) SOp3qの任意の有限次元既約表現はある pLm, Umq pm P t0u Y Nqと同値である.

証明 (1) τm “ Lm ˝Adとおけば, τm は Lm の SUp2qへの引き戻しであるから τm は SUp2qの Um にお

ける表現となる. fmpx1, x2, x3q “ px1 ´ ix2qm P Um とおく. H “
«
1 0

0 ´1

ff
P slp2,Cqのとき

Ad pexp tpiHqq “ Ad
„
eit 0
0 e´it


“
»
–

cos 2t ´ sin 2t 0
sin 2t cos 2t 0

0 0 1

fi
fl P SOp3q

であるから*13,

pτmpexp tpiHqqfmq
»
–

x1

x2

x3

fi
fl “ fm

¨
˚̋
»
–

cos 2t ´ sin 2t 0
sin 2t cos 2t 0

0 0 1

fi
fl
´1 »

–
x1

x2

x3

fi
fl
˛
‹‚“ fm

»
–

x1 cos 2t` x2 sin 2t
´x1 sin 2t` x2 cos 2t

x3

fi
fl

“ tpx1 cos 2t` x2 sin 2tq ´ ip´x1 sin 2t` x2 cos 2tqum
“ tpcos 2t` i sin 2tqpx1 ´ ix2qum
“ e2imtpx1 ´ ix2qm.

よって,

τmpiHqfm “ d

dt
pτmpexp tpiHqqfm

ˇ̌
ˇ
t“0

“ 2imfm

*12下から 2行目の 2つ目の等号は, k “ l ならば
ř3

i“1 gikgil “ 1, k ‰ l ならば
ř3

i“1 gikgil “ 0を使った.
*13 2つ目の等号は, 拙著『SUp2qと SOp3qの関係』を参照されたい.
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が成り立つ. dτm の複素化を考えれば,

τmpHq “ 2mfm (5.2)

を得る. 式 (4.5)より SUp2qの表現 pτm, Umqは幾つかの既約表現 pπn, Vnq の直和に分解される:

pτm, Umq »
rà

j“1

`
πnpjq, Vnpjq

˘
. (5.3)

式 (5.2)より, ある πnpjq はウェイト 2mを持つので, 式 (3.3)より 2m ĺ npjq, すなわち

2m` 1 ĺ npjq ` 1.

一方, 式 (5.3)より

2m` 1 “ dimUm ľ dimVnpjq “ npjq ` 1.

よって 2m` 1 “ npjq ` 1が成り立ち, τm “ πnpjq は既約であることが分かる. Lm ˝ Ad “ π2m “ ρm ˝ Ad

であるから, 従って Lm は ρm と同値である.

(2) SOp3qの任意の既約表現 pρ, V qはある pρm, V qと同値であり, (1) より pρm, V qは pLm, Umqと同値で
あるから, 従って pρ, V qは pLm, Umqと同値である.

さらに, SOp3qの任意の有限次元表現 pρ, V qは完全可約であるから, pρ, V qは幾つかの既約表現 pLm, Umq
の直和に分解される:

pρ, V q »
rà

j“1

´
Lmpjq, Umpjq

¯ ˜
dimV “

rÿ
j“1

dimUmpjq

¸
.

以上で, SUp2qと SOp3qの有限次元既約表現の分類が完成したわけであるが, ここでは微分表現を利用し,

Lie環の表現論によって議論した. 他の方法としては, コンパクト位相群上の Haar測度と指標を用いる方法が

ある. コンパクト位相群では, 表現の既約性の判定, 表現の既約表現への分解の仕方, 表現の同値性などが指標

のみによって知られるため, 重要な概念となっている.

指標理論による SUp2qと SOp3qの有限次元既約表現の分類を行う方法は Sugiura [4], 杉浦, 山内 [5]など

を参照されたい.
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