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Lie群の最も簡単な例の 1つである Up1qの既約表現を決定し, Up1qの任意の有限次元複素表現はその既約
表現の直和に分解されることを示す. キーワードは “コンパクト位相群” と “可換群” である.

1 コンパクト位相群の表現の完全可約性

以下, V を C上の有限次元ベクトル空間とする.

pρ, V q を群 G の表現とする. V の任意の G-部分加群 (G-不変部分空間) W1 に対し, V “ W1 ‘W2 を満

たす G-部分加群W2 が存在するとき, 表現 pρ, V qは完全可約 (completely reducible) と呼ばれる. 同値な表

現を表す記号 “»” を使えば, pρ, V q » pρW1 ,W1q ‘ pρW2 ,W2qと書ける. ここで, ρWj
: G Q g ÞÑ ρpgq|Wj

P
GLpWjq pj “ 1, 2qは Gの部分表現である.

下の命題 1.1を証明するために, 次の補題を用意しよう.

補題 1.1 pρ, V qを群 Gの表現とする. このとき, V の既約 G-部分加群W pt0u Ĺ W Ă V qが存在する.

証明 pρ, V q が既約ならば W “ V とすれば良い. 既約でなければ, V より小さい G-部分加群 W1 を

考える. W1 が既約でなければ, さらに G-部分加群 W2 Ĺ W1 を考える. dim V ă 8 なので, よって

t0u Ĺ W Ĺ ¨ ¨ ¨ ĹW2 ĹW1 を満たすW が存在する.

補題 1.1と表現の完全可約性から直ちに次の命題が成り立つ.

命題 1.1 群 Gの完全可約な表現 pρ, V qは幾つかの既約部分表現の直和である: pρ, V q »Àr
j“1pρWj ,Wjq.

換言すれば, V の G-部分加群W1, . . . , Wr が存在して,

V “
rà

j“1

Wj

となり, ρWj
: G Q g ÞÑ ρpgq|Wj

P GLpWjqによって定められる表現 pρWj
,Wjqは全て既約だというのである.

証明 dimV に関する帰納法で証明する. 先ず pρ, V qが既約ならば明らかである. 次に pρ, V qが既約でな
ければ, 補題 1.1より V の既約 G-部分加群W1 が存在する. pρ, V qは完全可約であるから, ある G-部分加群

W1
1 が存在して, V “ W1 ‘W1

1 と書けるが, dimW1
1 ă dimV なので, 帰納法の仮定によりW1

1 は幾つかの

既約 G-部分加群の直和である.

命題 1.1のように, 表現 pρ, V qが既約部分表現の直和として表されるとき, その既約部分表現の直和を表現

pρ, V qの既約分解 (irreducible decomposition) という.
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下の定理 1.1はコンパクト位相群に関する定理であるが, それを証明するためにコンパクト位相群上の Haar

(ハール) 測度と呼ばれる不変測度の概念が必要になるので, 簡単にまとめておこう.

Gを局所コンパクト位相群とする. G上の 0でない Borel (ボレル) 測度 µで, 任意の g P Gと任意の Borel

集合 E Ă Gに対して, µpgEq “ µpEq (gE :“ tgx ; x P Eu) を満たすものをG上の左Haar測度 (left Haar

measure) という. G上には正の定数倍を除いて一意的に左 Haar測度が存在する. Gがコンパクト位相群だ

と, 左 Haar測度は右 Haar測度でもある. そしてコンパクト位相群の Haar 測度による全体積は有限値で, 普

通は全体積が 1であるというように正規化する:
ş
G

dµpgq “ 1.

例 1.1 1次元ユニタリ群 Up1q “ teiθ ; 0 ĺ θ ă 2πuは円周 S1 と同相であるからコンパクトであり, Up1q上
の正規化された Haar測度は次のようになる:

ż

Up1q
fpgqdg “ 1

2π

ż 2π

0

f
`
eiθ

˘
dθ pf P CcpUp1qqq.

ここで, CcpUp1qqは Up1q上のコンパクト台を持つ複素数値連続函数のなすベクトル空間である.

群 Gの表現 pρ, V qがユニタリ表現 (unitary representation) であるとは, V 上にエルミート内積 p¨|¨qが存
在して, 任意の g P Gに対して, ρpgqがこの内積に関するユニタリ作用素となることをいう. すなわち pρ, V q
がユニタリ表現であるとは, 任意の g P Gに対して

pρpgqu|ρpgqvq “ pu|vq pu, v P V q

が成り立つことをいう*1.

定理 1.1 コンパクト位相群 Gの任意の表現 pρ, V qは V 上の適当な内積に関しユニタリ表現となる.

証明 V 上のエルミート内積 p¨|¨qを 1つ取る. コンパクト位相群 G上の Haar測度 dg を用いて, V 上の新

しいエルミート内積 p¨|¨qρ が

pu|vqρ :“
ż

G

pρpgqu|ρpgqvqdg pu, v P V q

で定義できる. 実際, 内積の公理を確かめれば良いが, 歪対称性と線型性は明らかなので, 正値性のみ確かめ

る. 表現 ρの連続性によって被積分函数は G上の連続函数であり, p¨|¨qの正値性により任意の g P Gに対し

て pρpgqu|ρpgquq ľ 0 を満たすので, pu|uqρ ľ 0 が成り立つ. pu|uqρ “ 0 とすれば, 任意の g P G に対して

pρpgqu|ρpgquq “ 0となり, 特に g “ eとして pu|uq “ 0, ゆえに u “ 0となる.

さらに, 任意の g0 P Gに対して,

pρpg0qu|ρpg0qvqρ “
ż

G

pρpgqρpg0qu|ρpgqρpg0qvqdg “
ż

G

pρpgg0qu|ρpgg0qvqdg

“
ż

G

pρpgqu|ρpgqvqdg “ pu|vqρ.

従って, pρ, V qは内積 p¨|¨qρ に関してユニタリ表現である.

定理 1.1のように, V に内積を与えて表現 pρ, V qをユニタリ表現にできるとき, 表現 pρ, V qはユニタリ化可
能 (unitarizable) であるという.

*1線型写像 ρpgqは可逆なので全単射である.
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次の定理は群 Gがコンパクト位相群である必要はない.

定理 1.2 群 Gの任意のユニタリ表現 pρ, V qは完全可約である.

証明 pρ, V qが既約ならば明らかに完全可約である. 既約でなければ, 補題 1.1より V の既約 G-部分加群

W pt0u Ĺ W Ĺ V qが存在する. このときWK を V におけるエルミート内積 p¨|¨qに関するW の直交補空間

とする: WK “ tv P V ; pv|wq “ 0, @w PW u. 任意の g P G, w PW , v PWK に対して, ρpg´1qw PW であ

るから,

pρpgqv|wq “ pv|ρpgq´1
wq “ pv|ρpg´1qwq “ 0.

よって ρpgqv P WK となり, WK は V の G-部分加群である. ゆえに, V “ W ‘WK と書けるので, pρ, V qは
完全可約である.

従って, 定理 1.1と定理 1.2より, 次の定理を得る.
定理 1.3 コンパクト位相群の任意の表現は完全可約である.

2 Schurの補題

この節では表現論で最も基本的な定理の 1つである Schur (シュア) の補題を述べ, 可換群の有限次元複素

既約表現は 1次元であることを示そう.

定理 2.1 (Schurの補題) pρ, V qを群 Gの既約表現とする. 任意の g P Gに対して,

Aρpgq “ ρpgqA

を満たす V の線型変換 Aに対して, ある λ P Cが存在して, A “ λ idV となる. ここで, idV は V の恒等写

像である.

証明 Aの固有値 λ P Cに対応する固有空間を Vλ とおく*2: Vλ “ tv P V ; Av “ λvu. 任意の g P Gに対

して,

Apρpgqvq “ ρpgqpAvq “ λpρpgqvq pv P Vλq.

よって ρpgqv P Vλ となり, Vλ は V の G-部分加群である. pρ, V qは既約なので, Vλ “ V でなければならない.

ゆえに, 任意の v P V に対して, Av “ λv となる. すなわち A “ λ idV である.

次の定理は Schurの補題の系として得られる.

定理 2.2 可換群 Gの任意の既約表現 pρ, V qは 1次元である.

証明 任意の g, h P Gに対して, ρpgqρphq “ ρphqρpgqが成り立つので, Schurの補題より, ある λ P Cが
存在して, ρpgq “ λ idV となる. 特に, V の全ての部分空間は G-部分加群となる. 従って, pρ, V qが既約なら
ば, dimV “ 1でなければならない.

*2 Aは有限次元複素ベクトル空間 V の線型写像であるから少なくとも 1つの固有値を持つ.
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3 Up1qの有限次元複素表現
1次元ユニタリ群 Up1q “ tg P C ; |g| “ 1u は可換コンパクト Lie群であるから, 定理 1.2より Up1qの任

意の有限次元複素表現は既約表現の直和に分解され, その既約表現たちは定理 2.2より全て 1次元である. そ

こで, Up1qの既約表現を決定しよう.

先ず, 次の補題を用意する.

補題 3.1 加法群 Rから乗法群 Cˆ への微分可能準同型 f は全て

f : R Q x ÞÑ eαx P Cˆ pDα P Cq

の形である.

証明 f は任意の x, y P Rに対して, fpx` yq “ fpxqfpyqを満たす. f 1p0q “ αとおけば,

d

dx
fpxq “ lim

yÑ0

fpx` yq ´ fpxq
y

“ fpxq lim
yÑ0

fpyq ´ fp0q
y

“ αfpxq

が成り立ち, fpxq “ Ceαx (C : 任意定数) を得る. f は fp0q “ 1 を満たすから, C “ 1 となる. ゆえに

fpxq “ eαx を得る. 常微分方程式の解の一意性により, 解はこれに限る.

Cˆ » GLp1,Cqによって f を Rから GLp1,Cqの群準同型とみなせば, f は Rの 1次元表現を与える. さ

らに, |fpxq| “ 1を満たすので, f は Rのユニタリ表現である. 同様の考えで, 次の Up1qの既約表現も 1次元

ユニタリ表現である.

定理 3.1 Up1qの既約ユニタリ表現の同値類は, tρm ; m P Zuで与えられる. ここで, ρmpgqv “ gmv pg P
Up1q, v P V » C)である.

証明 定理 2.2より Up1qの既約表現 ρは 1次元であるから, Up1qから Cˆ への微分可能準同型を全て求め
ればよい. h : R Q x ÞÑ eix P Up1qと ρ : Up1q Q g ÞÑ ρpgq P Cˆ を合成すれば, ρ ˝ h : R Q x ÞÑ ρpeixq P Cˆ
となるので, 補題 3.1より, ある α P Cが存在して

ρpeixq “ eαx. (3.1)

(3.1)の写像が well-definedであるためには

e2πα “ 1,

すなわち α P iZが必要十分である.

必要なこと: (3.1)の写像が well-definedであるとすれば, 周期性 eix “ eipx`2πq より,

eix “ eipx`2πq ñ ρpeixq “ ρ
´
eipx`2πq

¯

ô eαx “ eαpx`2πq pDα P Cq.

よって e2πα “ 1となるから, α P iZでなければならない.

十分なこと: α “ im pm P Zqとする. 周期性 eix “ eipx`2πq より,

ρpeixq “ eimx, ρ
´
eipx`2πq

¯
“ eimpx`2πq “ eimx.
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よって ρpeixq “ ρ
`
eipx`2πq˘となるから, (3.1)の写像は well-definedである.

ゆえに m P Zに対して, α “ im, ρ “ ρm と書けば, ρmpgq “ gm と表せる. さらに, ρm » ρn pm, n P Zq
ならばm “ nが成り立つ. 以上で定理が証明された.

従って, 定理 3.1より, Up1qの任意の表現 pρ, V qの既約分解は次のようになる:

pρ, V q »
à
mPZ

pρm,Cq pdimV 個の既約表現の直和 q.

注意 3.1 この既約分解は, Zから dimV 個の互いに異なる整数を選べば良いので, 分解の仕方はいくらでも

ある.
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