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Zeno (ゼノン) のパラドックスは幾つかあるが, その中でも有名なのが Achilles (アキレス) と亀の話であ

る. ここではそのパラドックスを紹介する.

1 幾何級数

パラドックスの内容を数学的に議論するために幾何級数を説明しておく. 以下の説明は実数に対しても同様

に成り立つ.

幾何級数とは次のように表される級数である.

8ÿ
n“0

zn “ 1` z ` z2 ` z3 ` ¨ ¨ ¨ ` zn ` ¨ ¨ ¨ .

ここで, z P Cである. 幾何級数は |z| ă 1で収束し, その極限値は 1{p1´ zqとなることを見よう.

先ず, 無限級数の収束に関する判定法として, 次の複素数における Cauchy (コーシー) の判定条件がある.

定理 1.1 (Cauchyの判定条件) 級数
ř8

n“0 αn (αn P C) が収束するための必要十分条件は

lim
NÑ8

sup
pą0

|αN`1 ` αN`2 ` ¨ ¨ ¨ ` αN`p| “ 0

が成り立つことである.

証明はしないが, この定理の意味は S “ limNÑ8
řN

n“0 αn としたとき,

S “
Nÿ

n“0

αn ` sup
pą0

|αN`1 ` αN`2 ` ¨ ¨ ¨ ` αN`p| “ SN ` ρN

と書けば, N Ñ8のとき

SN Ñ S ô ρN Ñ 0

となることである.

さて, 幾何級数の第 N 部分和は

SN “ 1` z ` z2 ` ¨ ¨ ¨ ` zN “ 1´ zN`1

1´ z

となる. これは恒等式 p1´ zqp1` z ` z2 ` ¨ ¨ ¨ ` zN q “ 1´ zN`1 から分かる. S “ 1{p1´ zqとすれば,

S ´ SN “ zN`1

1´ z

1



である. ここで,

lim
NÑ8

ˇ̌
zN`1

ˇ̌ “ lim
NÑ8

|z|N`1 “ 0 p|z| ă 1q

より zN`1 は原点へ近づく. つまり, limNÑ8 zN`1 “ 0. よって, limNÑ8 SN “ S だから

8ÿ
n“0

zn “ 1
1´ z

p|z| ă 1q

となる.

2 Achillesは亀に追いつけないか？

このパラドックスは次のようなものである.

ギリシャ神話の英雄 Achillesが亀と競争する*1. Achillesは足が速いため, そのハンディキャップとし

て, 地点 Bにいる亀よりも距離 dだけ離れた後ろの地点 Aからスタートする. 時間を tとして t “ 0の

とき, 両者が同時にスタートして, それぞれ一定の速さで走り始めると, Achillesは亀を追いかけ, ある

時間が経つと亀が最初にいた地点 Bに着く. しかし, Achillesが地点 Bに着いたときには亀も走ってい

るから, その先の地点 Cへ進んでいる. 次に Achillesが地点 Cに着くと, 亀は地点 Dに進む. このよう

にして, Achillesは永久に亀に追いつくことはできない.

現実では Achillesが亀に追いつくのは当然であるから, このパラドックスの誤りを幾何級数を用いて数学的

に述べてみる.

亀と Achillesの速さをそれぞれ v, rv とする. ここで, r ą 1である. Achillesが地点 Bに着くのに要する

時間は t1 “ d{prvqであり, この時間に亀は距離 v ˆ d{prvq “ d{rだけ進む. さらに Achillesが地点 Cに着く

のに要する時間は t2 “ pd{rq{prvq “ d{pr2vqである. このようにして, 各プロセスに要する時間を総和した時

間は

T “
8ÿ

n“1

tn “
8ÿ

n“1

d

rnv
“ d

rv

8ÿ
n“0

1
rn
“ d

rv

1
1´ 1{r “

d

vpr ´ 1q

となり, 結局 Achillesは亀に追いつく. つまり, このパラドックスは回数の無限と時間の無限を混同している

ことから生じているのである.
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*1但し, 両者は 1直線上を進むとする.
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